Integrales Dobles En Coordenadas
Polares

Integrales dobles en coordenadas polares constituyen una herramienta fundamental en
el calculo multivariable, especialmente cuando se trata de evaluar integrales sobre regiones
gue presentan simetria circular o radial. La utilizacién de coordenadas polares permite
simplificar notablemente la integracién en areas que, de otro modo, serian complejas de
abordar en coordenadas cartesianas. En este articulo, exploraremos en profundidad el
concepto, la formulacién, las aplicaciones y las técnicas para resolver integrales dobles en
coordenadas polares, brindando ejemplos practicos para facilitar su comprension.

¢Qué son las integrales dobles en coordenadas polares?

Las integrales dobles en coordenadas polares son una extensién del calculo integral que
permite integrar funciones en una regién bidimensional, desplazandose desde un sistema de
coordenadas cartesianas (x, y) hacia uno més adecuado para ciertas geometrias, como las
circunferencias y sectores circulares. En coordenadas cartesianas, una integral doble se
expresa como: \[ \iint_R f(x, y) \, dx\, dy \] donde R es la regién en el plano xy sobre la cual
se realiza la integracién. En coordenadas polares, cada punto en el plano se representa
mediante un radio r y un angulo 6, donde: - \( x = r\cos \theta \) - \( y = r\sin \theta ) La
regidon R en coordenadas cartesianas se transforma en una regién S en coordenadas polares,
gue puede ser mas sencilla de describir en ciertos casos.

Transformacion de coordenadas y diferencial de area

Para convertir una integral doble en coordenadas cartesianas a coordenadas polares, es
necesario entender la relacion entre los diferenciales de area en ambos sistemas. En
coordenadas cartesianas, el diferencial de area es: \[ dA = dx\, dy \] En coordenadas
polares, el diferencial de drea se expresa como: \[ dA = r\, dr\, d\theta \] Esto se debe a que
la transformacién de coordenadas introduce un factor de escala r, que refleja cd6mo las
pequefas areas en coordenadas polares se expanden o comprimen en comparacién con las
rectangulares. Por lo tanto, la integral doble en coordenadas polares tiene la forma: \[ \iint_S
f(r, \theta) \, r\, dr\, d\theta \] donde S es la regién en el plano r-8 correspondiente a la regién
R en xy.
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Formulacion de la integral doble en coordenadas polares

La forma general de la integral doble en coordenadas polares es: \[ \boxed{ \iint R f(x, y) \,
dx\, dy =\int_{\theta {a}} "~ {\theta {b}} \int {r {a}(\theta)}~{r _{b}(\theta)} f(r \cos
\theta, r \sin \theta) \, r\, dr\, d\theta } \] Donde: - \(\theta_{a}\) y \(\theta_{b}\) son los
limites angular, que definen el sector angular de la regién R. - \(r_{a}(\theta)\) y
\(r_{b}(\theta)\) son los limites radiales, que pueden variar con 6 o ser constantes. Esta
formulacién es especialmente Util cuando la regidon R es un sector circular o tiene forma que
se ajusta naturalmente a coordenadas polares.

Pasos para resolver integrales dobles en coordenadas
polares

Para resolver eficazmente integrales dobles en coordenadas polares, es recomendable
seqguir estos pasos:

1. Identificar la region R: Analiza la regién en el plano xy y describe su limite en
coordenadas polares. Esto puede implicar determinar los valores de r y 6 que definen la
area.

2. Determinar los limites de integracion: Especifica los limites de r y 8, que pueden ser
constantes o funciones de la otra variable.

3. Reemplazar la funcidn: Sustituye x y y en la funcién original \(f(x, y)\) por sus
expresiones en términos de ry 6:

\[ f(r \cos \theta, r \sin \theta) \]

4. Incluir el diferencial de area: Multiplica la funcién por r y los diferenciales \(dr\,
d\theta\).

5. Evaluar la integral doble: Realiza primero la integracidn respecto a r y luego respecto a
0, o en el orden que convenga.

Ejemplo practico de integracion doble en coordenadas
polares

Supongamos que queremos calcular la integral de la funcién \(f(x, y) = xy\) sobre el sector
circular definido por: - Radio: \(0 \leq r \leq 2\) - Angulo: \(0 \leq \theta \leq \frac{\pi}{2}\) El
area corresponde a un cuarto de circulo de radio 2 en el primer cuadrante. Paso 1:
Transformar la funcién \[ x = r \cos \theta,\quad y = r\sin \theta \] Por lo tanto, \[ f(x, y) = xy
= (r \cos \theta)(r \sin \theta) = r™~2 \cos \theta \sin \theta \] Paso 2: Configurar la integral en
coordenadas polares \[ \iint_R xy\, dx\, dy =\int_ {0}~ {\pi/2} \int_ {0}~{2} r™~2 \cos \theta



\sin \theta \times r\, dr\, d\theta \] Simplificando, \[ = \int_ {0}~ {\pi/2} \int_ {0}~ {2} r™~3 \cos
\theta \sin \theta\, dr\, d\theta \] Paso 3: Evaluar la integral respecto a r\[ \int_ {0}~ {2} r™3\,
dr = \left[\frac{r~4}{4}\right] 0~{2} = \frac{16}{4} = 4 \] Paso 4: Evaluar la integral
respecto a 8 \[ \int_{0} ~{\pi/2} \cos \theta \sin \theta\, d\theta \] Esta integral puede
resolverse usando la identidad trigonométrica: \[ \sin (2\theta) = 2 \sin \theta \cos \theta
\Rightarrow \sin \theta \cos \theta = \frac{\sin (2\theta)} {2} \] Entonces, \[ \int_{0} "~ {\pi/2}
\cos \theta \sin \theta\, d\theta = \frac{1}{2} \int_{0} "~ {\pi/2} \sin (2\theta)\, d\theta \] \[ =
\frac{1}{2} \left[ - \frac{\cos (2\theta)} {2} \right] 0"~ {\pi/2} = - \frac{1}{4} [\cos (\pi) -
\cos (0)] = - \frac{1}{4} (-1 -1) = -\frac{1}{4} (-2) = \frac{1}{2} \] Paso 5: Multiplicar los
resultados \[ \text{Resultado} = 4 \times \frac{1}{2} = 2 \] Por lo tanto, la integral de \(xy\)
sobre el cuarto de circulo de radio 2 en el primer cuadrante es 2.

Aplicaciones de las integrales dobles en coordenadas
polares

Las integrales dobles en coordenadas polares tienen multiples aplicaciones en diversas
areas, entre ellas:

1. Fisica: Calculo de areas, volimenes y centros de masa en regiones circulares o con
simetria radial.

2. Ingenieria: Andlisis de campos eléctricos y magnéticos en regiones con geometria
circular.

3. Matematicas: Evaluaciéon de integrales en problemas de probabilidad, estadistica y
analisis de funciones en regiones con forma circular o sectorial.

4. Geometria: Calculo de areas y volumenes en regiones con simetria circular.

Ademas, en problemas que involucran funciones radiales o simétricas, las coordenadas
polares simplifican significativamente el proceso de integracién, reduciendo la complejidad
algebraica y facilitando soluciones mas directas.

Ventajas y limitaciones del uso de coordenadas polares

Ventajas: - Simplificacién en regiones con simetria circular o radial. - Reduccién de limites de
integracién en ciertos casos. - Facilita la resolucién de integrales donde la funcién o la regién
tienen estructura radial. Limitaciones: - No es adecuada para regiones que no presentan
simetria circular o que tienen limites complejos en coordenadas cartesianas. - La conversién
puede ser mas laboriosa en regiones con limites irregulares o en forma

Integrales dobles en coordenadas polares es un tema fundamental en el campo del
calculo multivariable, que permite evaluar areas, volumenes y otras cantidades en planos
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con simetrias circulares o radiales. La adopcién de coordenadas polares, en lugar de las
coordenadas cartesianas tradicionales, facilita enormemente la resolucién de problemas en
los que las regiones de integracién tienen formas circulares, sectores o areas delimitadas
por curvas radiales y circunferencias. Este articulo busca ofrecer una visidn exhaustiva,
analitica y didactica sobre las integrales dobles en coordenadas polares, abordando desde
su definicién y derivacion, hasta su aplicacién practica en diversos problemas matematicos y
cientificos.

Introduccion a las coordenadas polares

<Qué son las coordenadas polares?

Las coordenadas polares constituyen un sistema de referencia bidimensional que describe la
posicidon de un punto en el plano mediante dos parametros: la distancia radial y el angulo.
En contraste con las coordenadas cartesianas (x, y), donde un punto se define por su
desplazamiento horizontal y vertical, en coordenadas polares un punto P se representa por: -
r: la distancia desde el origen (punto (0,0)) hasta el punto P. - 8 (theta): el &ngulo medido
desde el eje x positivo hasta la linea que une el origen con el punto P. Matematicamente,
una relacién basica entre los sistemas es: - x =r cos 6 - y = r sin 6 De modo inverso, para
convertir de cartesianas a polares: - r = V(x2 + y?) - © = arctg(y / x), considerando los
cuadrantes correspondientes.

Ventajas de usar coordenadas polares

El uso de coordenadas polares resulta especialmente ventajoso en situaciones donde las
regiones de interés poseen simetria radial, como circulos, sectores o zonas en forma de
espiral. La simplificaciéon en la formulacién de limites y funciones en estos casos puede
reducir considerablemente la complejidad del célculo.

La integral doble en coordenadas polares

Formulacidén y derivacion

En coordenadas cartesianas, una integral doble sobre una regién R se expresa como: \[
\iint_{R} f(x, y)\, dx\, dy \] Para convertir esta integral a coordenadas polares, es necesario
transformar tanto la funcién integrando como el diferencial de area. La transformacién de
los diferenciales se obtiene del Jacobiano de la transformacion: - dx dy = |J| dr d6 El
Jacobiano, en este caso, viene dado por: \[ |J| = \left| \frac{\partial(x, y)}{\partial(r, \theta) }
\right| = r\] Por lo tanto, la integral doble en coordenadas polares sera: \[ \iint_{R} f(r,
\theta) \, r\, dr\, d\theta \] donde: - r: variable de integracién en la direccién radial. - 6:



variable angular.

Expresion general

La integral doble en coordenadas polares, para una regién R, se expresa como: \[ \iint_{R}
f(x, y) \, dx\, dy =\int_{\theta {a}}"~{\theta {b}} \int {r {a}(\theta)}~{r {b}(\theta)} f(r,
\theta) \, r\, dr\, d\theta \] donde los limites de integracién en r y 6 dependen de la regién R.
La eleccién de estos limites es crucial para la correcta evaluacién de la integral y
generalmente se obtienen mediante un andlisis de la regién de integracién en el plano.

Determinacion de limites en coordenadas polares

Identificacidon de regiones y limites

Para integrar en coordenadas polares, primero es imprescindible comprender la regién de
integracion en el plano y traducirla en términos de r y 6. La clave esta en visualizar la region
y establecer limites claros. - Limites en 8: generalmente son dngulos fijos o sectores, por
ejemplo, de 0 a /2 para el primer cuadrante, o entre dos curvas radiales. - Limites en r:
determinados por las curvas que encierran la region, por ejemplo, desde el origen hasta una
curva circunferencial o entre dos curvas radiales. Ejemplo: si la regién esta limitada por la
circunferencia r = Ry la linea radial 6 = 8o, los limites seran: - 8: de 81 a 82 (por ejemplo, 0 a
n/2) - r: desde 0 hasta R Ejemplo mas complejo: si la regién esta entre dos curvas r = ri(8) y
r = r2(0), los limites de r en cada 6 seran los valores correspondientes de esas funciones.

Casos comunes de regiones en coordenadas polares

- Sector circular: limites en 6 entre 61y 02, y en r desde 0 hasta R o una curva r(8). - Ldmina
delimitada por circulos y lineas radiales: limites definidos por las ecuacionesenry 6. -
Regiones con curvas mas complejas: se requiere analizar las funciones y en ocasiones dividir
la regién en subregiones para integrarlas por separado.

Ejemplo practico de integracion en coordenadas polares

Supongamos que queremos calcular el area de un sector circular delimitado por las curvas r
=a, r =bylos dngulos 6 = 0 y 8 = /4. Paso 1: Identificacién de la regién - La regién esta
entre dos circulos concéntricos con radios a y b, en el sector entre 0 y /4. Paso 2:
Establecimiento de limites - 8: de 0 a /4 - r: de a a b Paso 3: Configuracion de la integral El
area A sera: \[ A =\int_ {0}~ {\pi/4} \int_ {a}"~{b} r\, dr\, d\theta \] Paso 4: Resolucién de la
integral Primero, integramos respecto a r: \[ \int_{a}~{b} r\, dr =\frac{1}{2} (b™~2-a"2)
\] Luego, respecto a 0: \[ A = \frac{1}{2} (b"2-a"2)\int {0}~ {\pi/4} d\theta =
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\frac{1}{2} (b™2 - a”2) \times \frac{\pi}{4} \] El resultado final: \[ A = \frac{\pi}{8} (b™2 -
a”™2) \] Este ejemplo simple muestra cdmo la integracién en coordenadas polares facilita el
calculo de areas en regiones con simetria circular.

Aplicaciones de integrales dobles en coordenadas polares

Evaluacidon de areas y volumenes

Una de las aplicaciones mas directas de las integrales dobles en coordenadas polares es el
calculo de areas y volumenes de regiones con simetria radial. Por ejemplo, en geometria, se
puede determinar el area de sectores circulares, segmentos o regiones delimitadas por
curvas radiales y circunferencias. Para volumenes, se puede extender a integrales triples en
coordenadas cilindricas o esféricas, pero en muchas ocasiones, las integrales dobles en
coordenadas polares sirven como base para integrales de volumen cuando la regién de base
tiene forma circular o sectorial.

Problemas en fisica e ingenieria

En fisica, las integrales en coordenadas polares aparecen en problemas de campos de
fuerza radiales, distribucidn de masa en objetos con simetria circular, o en la resolucién de
ecuaciones de difusién y potenciales en regiones circulares. En ingenieria, son utiles en el
analisis de estructuras, disefio de componentes con geometrias circulares, y en la
simulaciéon de fendmenos que involucran ondas o propagacién en medios radiales.

Modelado de fenomenos naturales

Desde la modelacidn de la distribucién de temperatura en un disco hasta el andlisis de
patrones de dispersién en fisica cuantica, las integrales dobles en coordenadas polares
proporcionan una herramienta eficiente para abordar problemas que, en coordenadas
cartesianas, resultarian complejos por la forma de las regiones o funciones involucradas.

Ventajas y limitaciones

Ventajas

- Simplificacién de limites: En regiones con simetria circular o radial, los limites en
coordenadas polares suelen ser constantes o funciones sencillas. - Facilidad en funciones
con simetria radial: Funciones que dependen solo de r o tienen una forma sencillaenry 0 se
integran facilmente. - Reduccién de la complejidad del problema: Muchas integrales que en
coordenadas cartesianas son complejas se vuelven



Questions & Answers About integrales dobles en

coordenadas polares

N Question Answer
o

1 |{Qué son las integrales dobles | Son integrales que permiten calcular areas,

en coordenadas polares? volumenes y otras magnitudes en regiones del plano
utilizando coordenadas polares en lugar de
coordenadas cartesianas, facilitando la integracién en
regiones con simetria circular o radial.

2 | éCbébmo se realiza la conversién | Se usan las relaciones x =rcos@yy =rsin0,y
de coordenadas cartesianas a | ademas se incluye el factor r en la diferencial de
coordenadas polares en area, es decir, dA = r dr d6, para convertir la integral
integrales dobles? doble en coordenadas polares.

3 | {Cudl es la formula general La integral doble en coordenadas polares se expresa
para evaluar integrales dobles | como [[ D f(r, 8) r dr d6, donde D es la regién en el
en coordenadas polares? plano en coordenadas polares, y los limites dery 6

dependen de la regién especifica.

4 | {Como se determinar los Los limites de r y 6 dependen de la regién D en el
limites de integracién en plano. Generalmente, 6 varia entre dos dngulos, y r
coordenadas polares? entre dos radios, definidos por la forma de la regién.

Se describen en funcién de las curvas que delimitan
la area.

5 | {Qué ventajas tiene usar Las coordenadas polares simplifican la integracién en
coordenadas polares para regiones con formas circulares o radiales, ya que las
integrar sobre regiones fronteras a menudo se describen facilmente en
circulares o con simetria términos de ry 6, reduciendo los limites a intervalos
radial? simples.

6 | {Qué consideraciones Es importante incluir el factor r en la diferencial de
importantes se deben tener en | area, determinar correctamente los limites de
cuenta al evaluar integrales integracion segun la region, y asegurarse de que la
dobles en coordenadas funcién y la region sean expresadas en términos de r
polares? y 0 apropiadamente.

7 | {COmo se calcula el area de Se configura la integral como [[ D r dr d6, donde D
una region circular usando es la region del circulo, generalmente con 6 entre 0 y
integrales dobles en 2ny r entre 0 y el radio, para obtener el area total.
coordenadas polares?

8 | éQué tipos de funciones son Funciones que dependen de la distancia radial r, del

mas faciles de integrar en
coordenadas polares?

angulo 6, o que muestran simetria circular, como
funciones radiales o con simetria circular, son mas
sencillas de integrar en coordenadas polares.

integrales dobles, coordenadas polares, calculo multivariable, integracién en coordenadas
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polares, area en coordenadas polares, limites de integracién, regién de integracion,
transformacién de coordenadas, férmula de integracién, ejemplo de integrales en
coordenadas polares
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