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Integrales Dobles En Coordenadas
Polares

Integrales dobles en coordenadas polares constituyen una herramienta fundamental en
el cálculo multivariable, especialmente cuando se trata de evaluar integrales sobre regiones
que presentan simetría circular o radial. La utilización de coordenadas polares permite
simplificar notablemente la integración en áreas que, de otro modo, serían complejas de
abordar en coordenadas cartesianas. En este artículo, exploraremos en profundidad el
concepto, la formulación, las aplicaciones y las técnicas para resolver integrales dobles en
coordenadas polares, brindando ejemplos prácticos para facilitar su comprensión.

¿Qué son las integrales dobles en coordenadas polares?

Las integrales dobles en coordenadas polares son una extensión del cálculo integral que
permite integrar funciones en una región bidimensional, desplazándose desde un sistema de
coordenadas cartesianas (x, y) hacia uno más adecuado para ciertas geometrías, como las
circunferencias y sectores circulares. En coordenadas cartesianas, una integral doble se
expresa como: \[ \iint_R f(x, y) \, dx\, dy \] donde R es la región en el plano xy sobre la cual
se realiza la integración. En coordenadas polares, cada punto en el plano se representa
mediante un radio r y un ángulo θ, donde: - \( x = r \cos \theta \) - \( y = r \sin \theta \) La
región R en coordenadas cartesianas se transforma en una región S en coordenadas polares,
que puede ser más sencilla de describir en ciertos casos.

Transformación de coordenadas y diferencial de área

Para convertir una integral doble en coordenadas cartesianas a coordenadas polares, es
necesario entender la relación entre los diferenciales de área en ambos sistemas. En
coordenadas cartesianas, el diferencial de área es: \[ dA = dx\, dy \] En coordenadas
polares, el diferencial de área se expresa como: \[ dA = r\, dr\, d\theta \] Esto se debe a que
la transformación de coordenadas introduce un factor de escala r, que refleja cómo las
pequeñas áreas en coordenadas polares se expanden o comprimen en comparación con las
rectangulares. Por lo tanto, la integral doble en coordenadas polares tiene la forma: \[ \iint_S
f(r, \theta) \, r\, dr\, d\theta \] donde S es la región en el plano r-θ correspondiente a la región
R en xy.



Formulación de la integral doble en coordenadas polares

La forma general de la integral doble en coordenadas polares es: \[ \boxed{ \iint_R f(x, y) \,
dx\, dy = \int_{\theta_{a}}^{\theta_{b}} \int_{r_{a}(\theta)}^{r_{b}(\theta)} f(r \cos
\theta, r \sin \theta) \, r\, dr\, d\theta } \] Donde: - \(\theta_{a}\) y \(\theta_{b}\) son los
límites angular, que definen el sector angular de la región R. - \(r_{a}(\theta)\) y
\(r_{b}(\theta)\) son los límites radiales, que pueden variar con θ o ser constantes. Esta
formulación es especialmente útil cuando la región R es un sector circular o tiene forma que
se ajusta naturalmente a coordenadas polares.

Pasos para resolver integrales dobles en coordenadas
polares

Para resolver eficazmente integrales dobles en coordenadas polares, es recomendable
seguir estos pasos:

Identificar la región R: Analiza la región en el plano xy y describe su límite en1.
coordenadas polares. Esto puede implicar determinar los valores de r y θ que definen la
área.
Determinar los límites de integración: Especifica los límites de r y θ, que pueden ser2.
constantes o funciones de la otra variable.
Reemplazar la función: Sustituye x y y en la función original \(f(x, y)\) por sus3.
expresiones en términos de r y θ:
\[ f(r \cos \theta, r \sin \theta) \]

Incluir el diferencial de área: Multiplica la función por r y los diferenciales \(dr\,4.
d\theta\).
Evaluar la integral doble: Realiza primero la integración respecto a r y luego respecto a5.
θ, o en el orden que convenga.

Ejemplo práctico de integración doble en coordenadas
polares

Supongamos que queremos calcular la integral de la función \(f(x, y) = xy\) sobre el sector
circular definido por: - Radio: \(0 \leq r \leq 2\) - Ángulo: \(0 \leq \theta \leq \frac{\pi}{2}\) El
área corresponde a un cuarto de círculo de radio 2 en el primer cuadrante. Paso 1:
Transformar la función \[ x = r \cos \theta,\quad y = r \sin \theta \] Por lo tanto, \[ f(x, y) = xy
= (r \cos \theta)(r \sin \theta) = r^2 \cos \theta \sin \theta \] Paso 2: Configurar la integral en
coordenadas polares \[ \iint_R xy\, dx\, dy = \int_{0}^{\pi/2} \int_{0}^{2} r^2 \cos \theta
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\sin \theta \times r\, dr\, d\theta \] Simplificando, \[ = \int_{0}^{\pi/2} \int_{0}^{2} r^3 \cos
\theta \sin \theta\, dr\, d\theta \] Paso 3: Evaluar la integral respecto a r \[ \int_{0}^{2} r^3\,
dr = \left[\frac{r^4}{4}\right]_0^{2} = \frac{16}{4} = 4 \] Paso 4: Evaluar la integral
respecto a θ \[ \int_{0}^{\pi/2} \cos \theta \sin \theta\, d\theta \] Esta integral puede
resolverse usando la identidad trigonométrica: \[ \sin (2\theta) = 2 \sin \theta \cos \theta
\Rightarrow \sin \theta \cos \theta = \frac{\sin (2\theta)}{2} \] Entonces, \[ \int_{0}^{\pi/2}
\cos \theta \sin \theta\, d\theta = \frac{1}{2} \int_{0}^{\pi/2} \sin (2\theta)\, d\theta \] \[ =
\frac{1}{2} \left[ - \frac{\cos (2\theta)}{2} \right]_0^{\pi/2} = - \frac{1}{4} [\cos (\pi) -
\cos (0)] = - \frac{1}{4} (-1 - 1) = - \frac{1}{4} (-2) = \frac{1}{2} \] Paso 5: Multiplicar los
resultados \[ \text{Resultado} = 4 \times \frac{1}{2} = 2 \] Por lo tanto, la integral de \(xy\)
sobre el cuarto de círculo de radio 2 en el primer cuadrante es 2.

Aplicaciones de las integrales dobles en coordenadas
polares

Las integrales dobles en coordenadas polares tienen múltiples aplicaciones en diversas
áreas, entre ellas:

Física: Cálculo de áreas, volúmenes y centros de masa en regiones circulares o con1.
simetría radial.
Ingeniería: Análisis de campos eléctricos y magnéticos en regiones con geometría2.
circular.
Matemáticas: Evaluación de integrales en problemas de probabilidad, estadística y3.
análisis de funciones en regiones con forma circular o sectorial.
Geometría: Cálculo de áreas y volúmenes en regiones con simetría circular.4.

Además, en problemas que involucran funciones radiales o simétricas, las coordenadas
polares simplifican significativamente el proceso de integración, reduciendo la complejidad
algebraica y facilitando soluciones más directas.

Ventajas y limitaciones del uso de coordenadas polares

Ventajas: - Simplificación en regiones con simetría circular o radial. - Reducción de límites de
integración en ciertos casos. - Facilita la resolución de integrales donde la función o la región
tienen estructura radial. Limitaciones: - No es adecuada para regiones que no presentan
simetría circular o que tienen límites complejos en coordenadas cartesianas. - La conversión
puede ser más laboriosa en regiones con límites irregulares o en forma

Integrales dobles en coordenadas polares es un tema fundamental en el campo del
cálculo multivariable, que permite evaluar áreas, volúmenes y otras cantidades en planos



con simetrías circulares o radiales. La adopción de coordenadas polares, en lugar de las
coordenadas cartesianas tradicionales, facilita enormemente la resolución de problemas en
los que las regiones de integración tienen formas circulares, sectores o áreas delimitadas
por curvas radiales y circunferencias. Este artículo busca ofrecer una visión exhaustiva,
analítica y didáctica sobre las integrales dobles en coordenadas polares, abordando desde
su definición y derivación, hasta su aplicación práctica en diversos problemas matemáticos y
científicos.

Introducción a las coordenadas polares

¿Qué son las coordenadas polares?

Las coordenadas polares constituyen un sistema de referencia bidimensional que describe la
posición de un punto en el plano mediante dos parámetros: la distancia radial y el ángulo.
En contraste con las coordenadas cartesianas (x, y), donde un punto se define por su
desplazamiento horizontal y vertical, en coordenadas polares un punto P se representa por: -
r: la distancia desde el origen (punto (0,0)) hasta el punto P. - θ (theta): el ángulo medido
desde el eje x positivo hasta la línea que une el origen con el punto P. Matemáticamente,
una relación básica entre los sistemas es: - x = r cos θ - y = r sin θ De modo inverso, para
convertir de cartesianas a polares: - r = √(x² + y²) - θ = arctg(y / x), considerando los
cuadrantes correspondientes.

Ventajas de usar coordenadas polares

El uso de coordenadas polares resulta especialmente ventajoso en situaciones donde las
regiones de interés poseen simetría radial, como círculos, sectores o zonas en forma de
espiral. La simplificación en la formulación de límites y funciones en estos casos puede
reducir considerablemente la complejidad del cálculo.

La integral doble en coordenadas polares

Formulación y derivación

En coordenadas cartesianas, una integral doble sobre una región R se expresa como: \[
\iint_{R} f(x, y) \, dx \, dy \] Para convertir esta integral a coordenadas polares, es necesario
transformar tanto la función integrando como el diferencial de área. La transformación de
los diferenciales se obtiene del Jacobiano de la transformación: - dx dy = |J| dr dθ El
Jacobiano, en este caso, viene dado por: \[ |J| = \left| \frac{\partial(x, y)}{\partial(r, \theta)}
\right| = r \] Por lo tanto, la integral doble en coordenadas polares será: \[ \iint_{R} f(r,
\theta) \, r \, dr \, d\theta \] donde: - r: variable de integración en la dirección radial. - θ:
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variable angular.

Expresión general

La integral doble en coordenadas polares, para una región R, se expresa como: \[ \iint_{R}
f(x, y) \, dx \, dy = \int_{\theta_{a}}^{\theta_{b}} \int_{r_{a}(\theta)}^{r_{b}(\theta)} f(r,
\theta) \, r \, dr \, d\theta \] donde los límites de integración en r y θ dependen de la región R.
La elección de estos límites es crucial para la correcta evaluación de la integral y
generalmente se obtienen mediante un análisis de la región de integración en el plano.

Determinación de límites en coordenadas polares

Identificación de regiones y límites

Para integrar en coordenadas polares, primero es imprescindible comprender la región de
integración en el plano y traducirla en términos de r y θ. La clave está en visualizar la región
y establecer límites claros. - Límites en θ: generalmente son ángulos fijos o sectores, por
ejemplo, de 0 a π/2 para el primer cuadrante, o entre dos curvas radiales. - Límites en r:
determinados por las curvas que encierran la región, por ejemplo, desde el origen hasta una
curva circunferencial o entre dos curvas radiales. Ejemplo: si la región está limitada por la
circunferencia r = R y la línea radial θ = θ₀, los límites serán: - θ: de θ₁ a θ₂ (por ejemplo, 0 a
π/2) - r: desde 0 hasta R Ejemplo más complejo: si la región está entre dos curvas r = r₁(θ) y
r = r₂(θ), los límites de r en cada θ serán los valores correspondientes de esas funciones.

Casos comunes de regiones en coordenadas polares

- Sector circular: límites en θ entre θ₁ y θ₂, y en r desde 0 hasta R o una curva r(θ). - Lámina
delimitada por círculos y líneas radiales: límites definidos por las ecuaciones en r y θ. -
Regiones con curvas más complejas: se requiere analizar las funciones y en ocasiones dividir
la región en subregiones para integrarlas por separado.

Ejemplo práctico de integración en coordenadas polares

Supongamos que queremos calcular el área de un sector circular delimitado por las curvas r
= a, r = b y los ángulos θ = 0 y θ = π/4. Paso 1: Identificación de la región - La región está
entre dos círculos concéntricos con radios a y b, en el sector entre 0 y π/4. Paso 2:
Establecimiento de límites - θ: de 0 a π/4 - r: de a a b Paso 3: Configuración de la integral El
área A será: \[ A = \int_{0}^{\pi/4} \int_{a}^{b} r \, dr \, d\theta \] Paso 4: Resolución de la
integral Primero, integramos respecto a r: \[ \int_{a}^{b} r \, dr = \frac{1}{2} (b^2 - a^2)
\] Luego, respecto a θ: \[ A = \frac{1}{2} (b^2 - a^2) \int_{0}^{\pi/4} d\theta =



\frac{1}{2} (b^2 - a^2) \times \frac{\pi}{4} \] El resultado final: \[ A = \frac{\pi}{8} (b^2 -
a^2) \] Este ejemplo simple muestra cómo la integración en coordenadas polares facilita el
cálculo de áreas en regiones con simetría circular.

Aplicaciones de integrales dobles en coordenadas polares

Evaluación de áreas y volúmenes

Una de las aplicaciones más directas de las integrales dobles en coordenadas polares es el
cálculo de áreas y volúmenes de regiones con simetría radial. Por ejemplo, en geometría, se
puede determinar el área de sectores circulares, segmentos o regiones delimitadas por
curvas radiales y circunferencias. Para volúmenes, se puede extender a integrales triples en
coordenadas cilíndricas o esféricas, pero en muchas ocasiones, las integrales dobles en
coordenadas polares sirven como base para integrales de volumen cuando la región de base
tiene forma circular o sectorial.

Problemas en física e ingeniería

En física, las integrales en coordenadas polares aparecen en problemas de campos de
fuerza radiales, distribución de masa en objetos con simetría circular, o en la resolución de
ecuaciones de difusión y potenciales en regiones circulares. En ingeniería, son útiles en el
análisis de estructuras, diseño de componentes con geometrías circulares, y en la
simulación de fenómenos que involucran ondas o propagación en medios radiales.

Modelado de fenómenos naturales

Desde la modelación de la distribución de temperatura en un disco hasta el análisis de
patrones de dispersión en física cuántica, las integrales dobles en coordenadas polares
proporcionan una herramienta eficiente para abordar problemas que, en coordenadas
cartesianas, resultarían complejos por la forma de las regiones o funciones involucradas.

Ventajas y limitaciones

Ventajas

- Simplificación de límites: En regiones con simetría circular o radial, los límites en
coordenadas polares suelen ser constantes o funciones sencillas. - Facilidad en funciones
con simetría radial: Funciones que dependen solo de r o tienen una forma sencilla en r y θ se
integran fácilmente. - Reducción de la complejidad del problema: Muchas integrales que en
coordenadas cartesianas son complejas se vuelven
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Questions & Answers About integrales dobles en
coordenadas polares

N
o

Question Answer

1 ¿Qué son las integrales dobles
en coordenadas polares?

Son integrales que permiten calcular áreas,
volúmenes y otras magnitudes en regiones del plano
utilizando coordenadas polares en lugar de
coordenadas cartesianas, facilitando la integración en
regiones con simetría circular o radial.

2 ¿Cómo se realiza la conversión
de coordenadas cartesianas a
coordenadas polares en
integrales dobles?

Se usan las relaciones x = r cos θ y y = r sin θ, y
además se incluye el factor r en la diferencial de
área, es decir, dA = r dr dθ, para convertir la integral
doble en coordenadas polares.

3 ¿Cuál es la fórmula general
para evaluar integrales dobles
en coordenadas polares?

La integral doble en coordenadas polares se expresa
como ∫∫_D f(r, θ) r dr dθ, donde D es la región en el
plano en coordenadas polares, y los límites de r y θ
dependen de la región específica.

4 ¿Cómo se determinar los
límites de integración en
coordenadas polares?

Los límites de r y θ dependen de la región D en el
plano. Generalmente, θ varía entre dos ángulos, y r
entre dos radios, definidos por la forma de la región.
Se describen en función de las curvas que delimitan
la área.

5 ¿Qué ventajas tiene usar
coordenadas polares para
integrar sobre regiones
circulares o con simetría
radial?

Las coordenadas polares simplifican la integración en
regiones con formas circulares o radiales, ya que las
fronteras a menudo se describen fácilmente en
términos de r y θ, reduciendo los límites a intervalos
simples.

6 ¿Qué consideraciones
importantes se deben tener en
cuenta al evaluar integrales
dobles en coordenadas
polares?

Es importante incluir el factor r en la diferencial de
área, determinar correctamente los límites de
integración según la región, y asegurarse de que la
función y la región sean expresadas en términos de r
y θ apropiadamente.

7 ¿Cómo se calcula el área de
una región circular usando
integrales dobles en
coordenadas polares?

Se configura la integral como ∫∫_D r dr dθ, donde D
es la región del círculo, generalmente con θ entre 0 y
2π y r entre 0 y el radio, para obtener el área total.

8 ¿Qué tipos de funciones son
más fáciles de integrar en
coordenadas polares?

Funciones que dependen de la distancia radial r, del
ángulo θ, o que muestran simetría circular, como
funciones radiales o con simetría circular, son más
sencillas de integrar en coordenadas polares.

integrales dobles, coordenadas polares, cálculo multivariable, integración en coordenadas



polares, área en coordenadas polares, límites de integración, región de integración,
transformación de coordenadas, fórmula de integración, ejemplo de integrales en
coordenadas polares
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